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Unidad I. Diferenciales, antiderivadas e integral indefinida

AP D OFERENCIALES, ANTIERVADAS E INTEGRAL INDEFINIA

&  Proposito de la Unidad

o Aplica la diferencial y la integral indefinida en la resolucion de problemas de las ciencias
exactas, naturales y de economia que le den significado mediante su uso.

(% NUcleos Basicos

1.1. Diferencial de una funcion

1.2. Antiderivadas o primitivas de una funcion
1.3. Integral indefinida

1.4. Aplicaciones de la integral indefinida




INSTRUCCIONES: Revisa los ejercicios propuestos. Posteriormente consulta el material de
apoyo (los recursos se encuentran al final del documento), realiza la lectura del libro Calculo Il
de la pagina . Al finalizar la consulta, resuelve los ejercicios que aqui se proponen
desarrollando en cada uno el proceso que demuestre la solucion correcta.

Prepara las dudas para que las expongas y que sean atendidas en la sesion de la
videoconferencia.

Conceptos

Aproximar el valor de la variacion Ay mediante la diferencial dy
El valor de la variacion Ay para un incremento determinado Ax = x — x, se puede aproximar
mediante la diferencial

dy = f'(x,)-dx, donde dx = Ax y f'(x,) = 0.

La diferencial dy también se usa para aproximar el incremento Ay, y el error de
aproximacion |Ay — dy| depende de la variacion Ax = x — x, de la variable independiente.

Cuando se nos pide calcular un valor aproximado de la variacion de la variable
dependiente de una funcidn para variaciones pequenas de la variable independiente, como
en los ejemplos que veremos a continuacion, es mas facil calcular la diferencial
correspondiente a la variable dependiente y usar este valor, en vez de la variacion.

Ejemplo

1. Un tanque cilindrico tiene una altura de 2.5 metros y un diametro de 150 centimetros.
Si en la parte interior (no a la tapa ni a la base) se le coloca una capa de pintura de 1
milimetro, determina:

a) La variacion en el volumen AV.

b) La aproximacion de la variacion del volumen dV.

c) El error de aproximacion AV — dV].
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Resolucion:
a) Formula del volumen del cilindro: (r) = mrh
. Debemos calcular: AV'= Fr)— Vir )
W Radio del cilindro original: r,=0.75 m
T

Radio del cilindro con la capa de pintura: r=0.75 —0.001 =0.749 m

25m  7(0.749)=n(0.749*2.5)m* y  V(0.75)==n(0.75)%2.5) m?
e AV =V(r)— Wr,)
'\_/ 1 = 7(0.749)%(2.5) — 7(0.75)%(2.5)
! = 2.57{(0.749)2 = (0.75)7]
= .0.00374757 m?

La variacion en el volumen es de: -0.0037475x m®

b) La altura & en el volumen del cilindro es fija. entonces: V(r) = 2.5m°
Debemos calcular: d77= V(r ) dr . donde V'(r) = Smr,
Radio del cilindro original: ;= 0.75 m
Razoén de cambio en el volumen cuando r, = 0.75 m: ¥(0.75) = (5)(0.75)x = 3.75x m?
La diferencial de 7: dr=r—1r,=-0.001 m
La diferencial de 72 dV = (3.757)(-0.001) = -0.0037 57 m*

Cuando se coloca una capa de pintura de un 1 milimetro de espesor a la pared interior del
cilindro. la variacién aproximada en el volumen es -0.00375x m’.

¢) Debemos calcular: |AF7— 477,

|AV—=dV] = 1|-0.0037475x — (-0.003757)| = 0.00000257 m?

El error de aproximacién es de 0.00000257 m?
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2. Un disco metélico se dilata por la accion del calor de manera que su radio aumenta de
5 a 5.05 centimetros. Determina el valor aproximado del incremento del area.

Resolucion: ety

Formula del area del disco: A(r) = m°

Debemos calcular: d4 = 4'(r))dr. donde A'(r) = 27r,

Radio del disco origmal: r,=5 em "\ A

- 0 N\ Y
Radio del disco dilatado: r=5.05 em S
Razon de cambio en ¢l area cuando v, = 5 em: 4'(5) =2(5)n =10n cm

La diferencialde r:dr=r—r,=5.05—-5=0.05cm
La diferencial de 4: d4 = (10m)(0.05) = 0.5 cm?

Cuando el disco metdlico se dilata 0.05 centimetros por la acci6n del calor. la variacioén aproximada
en el area es 0.57 em?.

Ejercicios. Resuelve las ecuaciones siguientes y comprueba la solucién.

1. Una bola de hielo de 10 centimetros de radio, se derrite hasta que su radio adquiera el
valor de 9.08 centimetros. Halla aproximadamente, la disminucion que experimenta
su volumen.

2. Un contratista acuerda pintar ambos lados de 1 000 rotulos redondos, cada uno de los

cuales tiene un radio de 3 metros. Al recibir los rétulos, se da cuenta que el radio tiene
1 centimetro mas. Usa diferenciales para aproximar el incremento de la pintura que
necesitara.

3. En una placa cuadrada de circuitos para un procesador, con el incremento en la
temperatura que se genera por el funcionamiento del procesador, se produce una
dilatacion lineal de los lados de la placa del 0.3%. El lado de cada placa mide 7
milimetros, aproxima por diferenciales el aumento en el area de la placa.
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ANTIDERIVADAS O PRIMITIVAS DE UNA FUNCION

INSTRUCCIONES: Revisa los ejercicios propuestos. Posteriormente consulta el material de
apoyo que te proporcionara el profesor y realiza la lectura del libro Calculo Il de la
pagina . Al finalizar la consulta, resuelve los ejercicios que aqui se proponen
desarrollando en cada uno el proceso que demuestre la solucion correcta.

Prepara las dudas para que las expongas y que sean atendidas en la sesion de la
videoconferencia.

Conceptos, ejemplos y ejercicios

Recordemos que, en calculo diferencial, a partir de una funcion f calculamos su derivada
f', ahora, dada una funcidn f, debemos encontrar una funcion F'tal que F'=f.

Ejemplo

Dada la funcion f{x) = 3x detemina F(x) tal que F'(x) = f{x).

3x’ (2)(3)

X
Al derivar F(x)= i se tiene que F'(x)= 7 =3x , por lo que F'(x) = flx).

En la siguiente actividad propongamos la funcidn F' cuya derivada sea f, para ello podemos
usar una tabla de derivadas vista en Célculo I.

Determina una funcion F cuya derivada sea f. ;Qué estrategia vas a usar para determinar F?
a) fix)=0 F(x) = b) fix) = 1 Flx)=
c) fix)=-5 F(x) = d) fix) = 2x F(x) =
) ir)=32  Fx)= f) fix) =& Fx)=
g) flx)=x° F(x) = h) fx) = x° Flx) =
) fO= 57 R ) f@=1 Flx) =
K) i) =6In 6 Flx)= 1) fix) = cos x F(x) =
m) flx) =-senx F(x)= n) flx) = sec’ x F(x)=
i) flx)=-csc’x F(x)= o)fix)=secxtanx F(x)=

En el ejemplo anterior, observemos que la funcion F(x) propuesta, es una antiderivada o
primitiva de f(x), ya que F'(x) = f(x). Sin embargo, falta precisar el intervalo donde se
satisface que F'(x) = f(x) para cada x en dicho intervalo.
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Definicion de una antiderivada o primitiva de f

Una funcién F(x) es una antiderivada o primitiva de la funcion f{x) sobre un intervalo, si para
cada x en el intervalo, se tiene que F'(x) = f{x).

Como consecuencia del comportamiento de F' en un punto dado, al determinar los valores
de x en los que se satisface que F'(x) = f(x), nos podemos encontrar casos en los que se
tiene mas de un intervalo.

Ejemplo

Determina una antiderivada F(x) de las funciones dadas.
a) f(x)= % para todo x € (-00, +0).
Si F(x)= % entonces F'(x)= % para cada x € (-00, +00).

b) f(x)= o para todo x € (-0,0)U(0,+00).
x

Si F(x) = In(x?), entonces F'(x)= 2—': = 2 para cada x € (-00,0)U(0,+).
¥ %

De acuerdo con el ejemplo anterior, para obtener una antiderivada F(x), usamos las
formulas basicas de derivacion vistas en calculo diferencial, por lo que podemos decir que
a este proceso se le llama antiderivacion o integracion.

Por otra parte, hemos hablado de que F(x) es una antiderivada o primitiva de la funcion
f(x), y no, la antiderivada o primitiva de f{x). Esto se debe a lo que veremos a continuacion.

Determina seis antiderivadas de la funcion f{x) = x°.

1) Fx) = 2) F(x) = 3) F(x) =

4) F(x) = 5) F(x)= 6) F(x)=

Como podemos observar, la antiderivada de f{x) = x* no es unica, es por ello que se habla
de una antiderivada de f{(x), en consecuencia, proponemos el siguiente teorema.

Teorema 1. Si F(x) es una antiderivada o primitiva de la funcion f{x) sobre el intervalo [a, b], y
C una constante real, entonces G(x) = F(x) + C es también una primitiva de la funcién f{x).

Del Teorema 1, se deduce que a una antiderivada o primitiva F(x) de la funcion f(x), si se
le suma o se le resta un nimero real, esta sigue siendo una antiderivada de la funcion f{x).
Veamos esto mediante la siguiente representacion grafica.



De la representacion grafica, observamos que cada una de las antiderivadas de f{x) = x> es
4 4

una traslacion vertical de la antiderivada F(x) = s decir, G(x) = o + C es una familia

de antiderivadas de f{x) = x°, las cuales difieren en una constante real C.

El siguiente teorema nos dice cualquier antiderivada de f debe ser de la forma
G(x)=F(x)+C

Es decir, dos antiderivadas de la misma funcion pueden diferir cnando mucho en una
constante real.

Teorema 2. Si G'(x) = F'(x) = fix) para x € [a, b], entonces G(x) — F(x) = C paratodo x € [a, b] y
C una contante real.

Como consecuencia del Teorema 1 y del Teorema 2, G(x) = F(x) + C representa a la
familia de antiderivadas de f(x). En cuanto a la constante real C, se le denomina constante
de integracion.
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Determina la familia de antiderivadas o primitivas G de las siguientes funciones.
a) flx) =x+x? paratodo x € R.
La familia de primitivas de flx) = x + x* esta formada por la familia de funciones

2 3

G(x)=x7+x?+c,pues G'(x) =x + x? para cada x € R.

b) f(x)=%,para todox e R — {0}.

X

La familia de antiderivadas de f(x)=
1

33x?

= ©S la familia de funciones G(x)=x+C, pues
3Vx

G'(x)= para cada x € R — {0}.

¢) flx) = sec’x, para todo x € R tal que x # kT” y k entero impar.

La familia de antiderivadas de f{x) = sec’x es la familia de funciones G(x) =tan x + C, ya que

G'(x) = sec? x, para cada x € R tal que x # 4 y k entero impar.

Hemos visto que la antiderivada o primitiva de f(x) no es Unica, es decir, existe una
infinidad de funciones de la forma F(x) + C con C una constante, todas las cuales forman
la familia de antiderivadas G(x) = F(x) + C de la funcion f{(x).

A través de la derivada podemos establecer la familia de primitivas G(x) de funciones
elementales f{x).
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Determina la familia de antiderivadas o primitivas G de las siguientes funciones.

a) flx)=1

b) fix) = x

&) flx) =x +4
d) fi) =2
&) flx) = &

Dfln) =42+

g) flx) =sen x

h) f(x) = sec x tan x — 3*
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INTEGRAL INDEFINIDA
Conceptos, ejemplos y ejercicios
La derivada de y = f(x) con respecto de x se representa mediante la siguiente simbologia:

dx
Y/ Dx, o
Para el caso de la antiderivada, se usa un simbolo especial para representar al conjunto de

antiderivadas F(x) + C de la funcion f{x).

Definicion de la integral indefinida de f
El conjunto de antiderivadas {I(x) | C} de la funcion f{x), sc denomina integral indefinida de
fx), con respecto a x, y se representa mediante

j f(x)dx=F(x)+C

El simbolo | es un signo de integral. La funcion f es el integrando de la integral, y x es la
variable de integracion.

El adjetivo "indefinida" enfatiza que las antiderivadas o primitivas F' de una funcion
y = f{x), se diferencian una de otra en un término constante, y debido a este término que
se llama constante de integracion C, es que la primitiva mas general G(x) = F(x) + C de f
es una funcion "genérica".

Ejemplo

1. Calcula las siguientes integrales:

a) Idx=x+C,dadoque i(,\C+C)=l
dx
x d(x*
b) J.xa'x=—+C.dad0que— —4+C |=2x
2 dx\ 2
2\éx_+C]=\/;

d) I%dlenhha dado que %(ln‘x|+€)=%

3
c) J.\/;dx: = 3x +C, dado que %(

En el ejemplo anterior, para calcular la integral indefinida usamos

[f(x)dx =F(x)+C.

Y para comprobar el resultado, lo que hicimos fue verificar que
d
—FX)+0)=f(x).

10
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La integral indefinida al igual que la derivada, presenta propiedades como extraer la
constante fuera del signo de la integral, y la integral de una suma (resta) es la suma (resta)
de las integrales. Ademas, se presenta la propiedad de cuando el integrando es de la forma

flax + b).




Usemos las formulas y propiedades de integracion, para calcular las siguientes integrales.

—Eemplo )
Calcula las siguientes integrales:
a) I7xdx= 7dex Propiedad | b) j‘(Jcs +x—l)dt=Ix’dx+dex—Ildx Propiedad 2

6 z

=7xz+C Y =%+-{2—-x+C Férmula 1y 2
3x
X — e 1
¢) [e*dx = THE | ) [(5" +sen(6x+1))dx = [5*dx+ [sen(6x +1)dx

5% cos(6x+1) +C
Ins 6

Reescribir el integrando antes de integrar

Antes de integrar, es util reescribir algunas funciones usando técnicas simples de algebra
para hacer que la integracion sea mas facil. Reescribiremos los términos que tienen
exponentes en el denominador y los términos que incluyen radicales. Si es posible,
realizamos las operaciones indicadas de multiplicacion o division de la funcion dentro de
la integral.
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1. Calcula las siguientes integrales: ’ Expandiendo
1 7% Reescribiendo usando x —3x X 3x & redis-da
a)J'_quzj'x B c) J'—dxzj' I—dx !an.sta de
X exponente negativo 3 Il’lngl'ﬂlC.\'
-4 _ N | i e
_x v T der I3dx Dividiendo por x
-4 2
-4 - x_.._3x+C Integrando

=-—+C Simplificando

a3 1 (.34 Reescribiendo usando ;
b)j\/x_dx—jx & exponente fraccionario d)J (x+1)(x-3)dx= j(x'—Zx—3)dx

7/4 3
=xT+C Integrando =J‘x'dx—_“2xdx—J‘3dx
- 3 2
4 = L_é‘__3x+c
Yx7 - Cambiando a la 3 Z
- o+ Eyae ik 3
f a radical X 5
7 orma radica e
4
B 4x3/x

+ C Smmplificando

Hay funciones que antes de integrarlas, requieren de sustituir en ellas identidades
trigonométricas y en otras, primero se debe reescribir la funcion para poder realizar dicha
sustitucion, como veremos en el siguiente ejemplo.

1. Calcula las siguientes integrales:

a)j d)f =I l dxz_fseczxdxztanx+C

>

cos™x COs™ Xx
cos x COS X
I J. . dx=Jcotxcscxa’x=—cscx+C
sen’x senx senx
sen x sen x senx
)J' j x=j' dx-jtanxsecxdx secx+C
l1—sen” x cos’ x CoS X cosx

Pongamos en practica la integracion de funciones usando las féormulas bésicas y las
propiedades del Teorema 4.

Calcula las siguientes integrales indefinidas.
a) [5dx
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b) [(3x® + 2x% + 7x — 1) dx

c) [(x —4)?dx

t5

df =2 at

242x+7
e)fx +xx+ dx

r2—51+3

fJ dr

r3

23 —t242t+5
O/ 0

dt

h) [e™3"(e3" — e™3W) dx
i) [V2x + 1dx

D Vxdx

k) [ 5cos (57) dr

D [ = dr

x—-3
m) fx3+9x—3x2—27

dx

n) [(5u — 1)(3u? + 2) du
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fi) [ (=3 cosx + 4 sec® x)dx

0) [(2 — 2csctcott)dt

p) [ sen (4x — 5) dx

q) [ e dx



oo s
T AN

g ¥ \\./ -
L4

=7 DGEP
Mae -« Direcchon General de Ercuclas Preparatoriar

APLICACIONES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Conceptos, ejemplos y ejercicios

En esta seccion veremos algunas de las aplicaciones del célculo integral para resolver
ecuaciones que involucran la derivada de una funciéon desconocida, conocido un punto
por donde pasa la funcidén desconocida. La aplicacion de este tipo de ecuaciones se da en

un contexto matematico, en la fisica, economia y biologia, por mencionar algunas areas
de aplicacion como veremos a continuacion.

Una de las aplicaciones de la integral, es determinar una solucion particular de la ecuacion

y=[f'(x)dx=F()+C,
dada y’ = f"'(x) y un punto P(xo , o ) en la curva de la funcion y = fix) = F(x) + C.

A P(xo, o) se le conoce como valor inicial o condicion inicial.

Para determinar la solucion particular, primero se determina la solucion general para la
integral. Luego, se determina la solucion particular usando los valores dados xy € yo para
calcular C, como veremos a continuacion.

Determina una funcién y = f{x) cuya derivada sea f"(x) = 3x> — 2 y que f(0) = 2.

Resolucion:

Paso 1. Determina la soluciéon general

Escribe la funcion como una integral y= I(l\‘z —Z)a’x
Expande la integral y= J.3x2a’x—_[2dx
3x°
Integra y=—-2x+C
3
Simplifica y=x—-2x+C

Paso 2. Determina C

Sustituye el punto (0, 2) porx ey 2=0-20)+C
Despeja C 2=C
Paso 3. Escribe la soluciéon particular y=x—2x+2

A continuacidn, veamos aplicaciones de la integral en el area de la Fisica, en las que se
describe el movimiento de un cuerpo en linea recta, a través de las funciones: posicion
x(?), velocidad v(¢) y aceleracion a(z).
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Aplicacion a la Fisica
Velocidad y posicion
La velocidad v(7) es la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién posicion x(7) de un objeto,
es decir: v(f) = x'(¢).
La integral de la ecuacion de velocidad v() con respecto al tiempo de un objeto es su posicion

x(0): x(t) = j v(t)dt .

Derivando
Funcion posicion x(1) — Funcion velocidad v(7)

Integrando

Una particula se mueve a lo largo del eje x, de modo que su velocidad en cualquier momento
t > 0 esta dada por v(f) = cos t. En t = m, la posicion de la particula es x(n) = 1. Determina la
ecuacion para la posicion x(#) en alglin tiempo .

Resolucion:

Paso 1. Determina la posicion a partir de la velocidad x(7) =Iv(t)dt = Icostdt
Integra x(t)y=sent+C

Paso 2. Determina C
Evalta la ecuacion parat=n x(m)=senn+ C
Dado x(m) = 1 1=0+C
Despeja C C=1

La posicion en cualquier tiempo ¢ esta dada por x(f)=sent+1

Aceleracion y velocidad
La aceleracion a(¢) es la derivada con respecto al tiempo de la ecuacion velocidad v(7) de un objeto,
es decir: a(t) = v'(1).

La integral de la ecuacion de aceleracion a(f) con respecto al tiempo de un objeto es su

velocidad v(7): v(¢) = j a(t)dr .

Derivando
Funcion velocidad v(f) _ — Funcion aceleracion a(f)
Integrando
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La aceleracion de una particula que se mueve a lo largo del eje x es a(f) = 3 + sen ¢. Determina
v(() s1 v(0) —-4.

Resolucion:

Paso 1. Determina la velocidad a partir de la aceleracion v(¢) = Ia(t)dt = I(3+sen t)dt

Integra wWt)=3t—cost+C
Paso 2. Determina C
Evalta la ecuacion para t =0 v(0)=3(0) —cos (0) + C
Dado v(0) = -4 4=0-1+C
Despeja C Cc=-3
La velocidad en cualquier tiempo 7 esta dada por v(t)=3t—cost—3

Aplicacién a la economia
Costo total y costo marginal

El costo total para producir, vender y distribuir un articulo se denota por C,(x) = C + C (x). Los

costos variables C (x) dependen del nimero de unidades x, mientras que los costos fijos C - o,
estos permanecen constantes, como C (0) =C -

El costo marginal C, (x) es el costo para producir una unidad adicional mas cuando ya se tiene
un nivel de produccién determinado.

El costo marginal C, (x) es la derivada del costo total C (x) respecto al nimero de unidades:

CM(x)=%-

El costo total C (x) es la integral del costo marginal C, (x) respecto al nimero de unidades:
C,(x)=[C, (x)dlx.

Derivando -
Costo total C (x) - — Costo marginal C, (x)
Integrando
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Para una empresa, el costo marginal de producir la x-ésima caja de focos es C,,(x) =150— = ':)00
pesos. Si los costos fijos son $400,000.00, determina la funcién de costo total C g
Resolucion:
X
Paso 1. Determina C (x) a partir de C, (x C.(x)=||150- dx
7( ) aj u( ) r( ) I( 10 000)
x?_
Integra Cr(x)=150x— +C
20 000
Paso 2. Determina C
Evaliia la funcion para x = 0 C,(0) =150(0) - ——+C
valtia la funcion para x +(0) (0) 20 000
Dado C(x) =400 000 400000=0—-0+C
Despeja C C =400 000
La funcion de costo total esta dada por C,(x)=150x— & 5 +400 000

Aplicacion a la biologia

En el area forestal existen modelos para relacionar el crecimiento de un arbol con su
produccion de madera o frutos, de igual manera, en la agricultura, se puede relacionar el
crecimiento de una planta, por ejemplo, el jitomate con su produccion, asi como en la
extincion o crecimiento de la poblacion. Si bien algunos de estos modelos son complejos,
nos enfocaremos en problemas menos complicados que si podemos resolver con los
recursos que tenemos a nuestra disposicion.

Un vivero de plantas vende cierto arbusto después de 4 afios de crecimiento y cuidado. La

. . ) dh
velocidad de crecimiento durante esos 4 afios es, aproximadamente E =1.7t+5, donde 7 es el
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Resolucion:

Integra

Paso 2. Determina C
Evalta la funcion para t= (0

Dado A(0) = 15
Despeja C

1. Determina la funcion y = f{x) tal que y' =

Paso 1. Determina A(f) a partir de s

La altura del arbol en centimetros, esta dada por

tiempo en afios y / es la altura en centimetros. Las plantas de semillero miden 15 centimetros de
altura cuando se plantan (# = 0). Determina la altura después de ¢ afios.

h={(1.7t+5)dt

2
h(t)=l'7t +5t+C
2
h(0)=1'7;0) +5(0)+C
15=0+0+C
C=15
2
h(t)=1.7t

=. ¥ y[§]=0.

2. Larazon del aumento de la propagacion de una gripe en el nimero de habitantes en 7 meses es

P'(t)=+/10" . Sila poblacién con gripe actual es de 2 600, determina la funcién de propagacion

en f meses.

Sugerencia: V10* =10"" = (103f2 )'

conslante de 2 m/s*. En ese mismo momento un camion que lleva velocidad constante de 20

m/s lo rebasa.

a) (A qué distancia alcanzara mas adelante el automévil al camion?

b) ;A qué velocidad va el automovil en ese instante?

4. Si el consumo marginal es una funcion del ingreso dado por C'(x)=0.6+ uim Si el consumo

i

autonomo C(x) es 45 cuando el ingreso es cero, halla la funcion de consumo C(x).
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Unidad Il. Métodos y técnicas de integracion

8 > 19570008 Y TEGNIGAS DE INTECRAGION

£ Propbsito de la Unidad

o Demuestra y aplica formulas basicas de integracion de funciones algebraicas y
trascendentes y calcula integrales indefinidas mediante formulas, asi como mediante
diversos métodos y técnicas de integracion.

(% NUcleos Basicos

2.1. Calculo de integrales a partir de propiedades de la integracion
2.2. Métodos de integracion
2.3. Otras aplicaciones de la integral indefinida
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METODO DE INTEGRACION POR SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE.

El propdsito principal del método de sustitucidon o cambio de variable es sustituir el calculo de
una integral indefinida relativamente compleja por el calculo de una mas sencilla. Para ello,
vamos a esbozar los pasos generales a aplicar en este método.

Este método se aplica cuando el integrando podemos identificarlo como la combinacién (ya

sea producto, cociente o potencia) de una funcion intermedia “u” y su diferencial “du”.

FUNCIONES ALGEBRAICAS:

Ejemplo 1. CaIcuIaerJC(x2 —l)dx

Se puede observar que el integrando esta formado por el producto (x2 — 1)2xdx, donde el

factor 2xdx es el diferencial de (x2 — 1). En este caso, se puede desarrollar la integracion
de la siguiente manera:

1) Hacer un cambio de variable u = (x? — 1)

“,

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”
du d du

= —(x2 —1) =2x , du =2xdx , entonces dx =—
dx dx 2x

3) Sustituiru = (x2 —1) ydx = Z—Z e integrar con férmulas.
2

du u
2 2—1 = -~ - - >
_[ )C()C )dx _[2)61/{ Iudu —+cC

4) Regresar el cambio de variable u = (x? — 1):
x° — 1)2
J2x(x*—1 dx:(—+c
(¥ =1) >
Ejemplo 2. Calcular J5x* 3/ x* —2dx

Se observa que el integrando contiene en su parte variable, un factor 5x%dx que tiene

relacion con el diferencial de (x3 — 2). Esto permite desarrollar la integracién de la siguiente
manera:

1) Hacer un cambio de variable u = x3 — 2

“ "

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

@:i( > —2) =3x’ , du =3x’dx , entonces dx =

dx dx
3) Sustituru=x3—2ydx = ;THZ e integrar con férmulas.

5/4 5/4
.fozi‘/;—;’uz=§I\4/uduzgfu”4du=§—u5 +c:§4u5 +c=§\4/u5+c
x =
4

du

2

3x
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4) Regresar el cambio de variable u = (x3 — 2):
4
I5x%3x* = 2dx = —«4/(x3 —2)5 +c
3

2
X

3
Ejemplo 3. Calcular Imdx =

Se observa que el integrando contiene en su parte variable, un factor 3x%dx que tiene

relacion con el diferencial de (5x3 + 4). Es de la forma J‘ﬂ =In|u|+c
u

1) Hacer un cambio de variable u = 5x3 +4

“,

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

du = i(Sx3 + 4) =15x> , du =15xdx , entonces dx =
dx dx

3) Sustituiru = 5x3 +4ydx = % e integrar con férmulas.

du

15x72

2 2
J- 33x dx=I3x du2 _J'd”:l ﬂ:lln|u|+c
5x°+4 u 15x Su 57 u
4) Regresar el cambio de variable u = 5x3 + 4:
2
J‘%dx=lln|5x3 +4|+c
5x° +4 5

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

Para calcular integrales de Funciones trigopnométricas, es pertinente que los alumnos tengan
conocimientos de Trigonometria, igualdades trigonométricas y que recuerden las derivadas de
las funciones trigopnométricas.

Ejemplo 4. Calcular Jsec?(4x —3)dx

El argumento de la secante cuadrada es un polinomio de primer grado y el factor dx tiene
relacion con el diferencial de 4x — 3. Es de la forma jsecz udu =tanu +c

Se puede desarrollar la integracion de la siguiente manera:

1) Hacer un cambio de variable u = 4x — 3

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”
d d d
au _ —(4x—3) =4 , du =4dx , entonces dx = au
dx dx 4

3) Sustituiru =4x—3ydx = %u e integrar con formulas.



1 1
[sec?(4x —3)dx = [ sec? udT:l = Zfsecz udu = Ztanu +c
4) Regresar el cambio de variable u = (4x — 3):

[sec? (4x —3)dx = %tan(4x—3)—|—c

PRODUCTOS DE POTENCIAS DE SENO Y COSENO:
a) Si los exponentes ambos son pares, aplicaran las igualdades:
) 1 1 , ) 1 1
sen’x =———cos2x O cos’ x=—+—cos2x
2 2 2 2
b) Si uno o los dos exponentes son impares, aplicaran las igualdades:

sen’x=1—cos’x O cos’x=1-—sen’x

Ejemplo 5. Calcular | cos* xdx

Es una potencia par. Se aplicara la identidad trigonométrica cos’ x = §+ECOS 2x

Sustituimos en la integral y desarrollamos:
2
Icos4xdx=J(coszx)2dx:J l+lCOSZX dx =] l+lC082X+lC0822x dx
2 2 4 2 4

=] l+lcos2x+l l+lc0s4x dx =] l+lcos2x+l+lcos4x dx

4 2 4\2 2 4 2 8 8
:fEa’x+flcos2xa’x+flcos4xa’x:§x+l lsean +l lsen4x +c

8 2 8 8 2\ 2 8\ 4

| cos* xdx = %x + %SenZX + 3%56714)6 +c

Ejemplo 6. Calcular | sen”x cos® xdx

Es una potencia impar. Se aplicaran las identidades trigonométricas

sen’x=1-cos’x 6 cos’x=1-sen’x

El integrando contiene cosx con exponente impar y este factor tiene relacién con el diferencial

de senx, por eso se debe reservar el factor cosxdx y aplicar la identidad trigonométrica que
n+1

u
n+1

permita convertir el resto de cosenos en senos. Es de la forma Iu”du = +c

2 3 2 2 2 2
fsen X COS xdxzfsen X COS xcosxdxzfsen x(l—sen x)cosxdx

= [ sen*x cos xdx — | sen*x cos xdx
1) Hacer un cambio de variable u = senx
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2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”
ﬂ d du

=—gsenx =cosx , du =cosdx , entonces dx =
dx dx COS X

o du . .
3) Sustituiru = senxy dx = v integrar con formulas.

—Ju* cosx
cos x cos x

2 2 4 2
fsen xcos’ xdx:fsen xcosxdx—fsen xcosxdx:Ju COS X

5
u

3
u
= [vldu—Ju'du="——"+c¢
3 5
4) Regresar el cambio de variable u = senx:
sen’x sen’x

| sen’x cos® xdx = PR +c

POTENCIAS DE TANGENTE Y SECANTE:

. , . . s n 2 2 7 2 2
Se aplicaran las igualdades trigonométricas: sec’ x=tan"x+1 0 tan"x=sec” x—1
Se aplicaran las féormulas:

d d
d—tanxzseczx y Iseczxdx:tanx+c;d—secx:tanxsecx y jtanxsecxdx:secx+c
X X

Ejemplo 7. Calcular [ tan* xdx

Es una potencia par de tangente. Se separa un factor de tangente cuadratico y con la igualdad
trigonométrica se convierte en secante cuadrada.

jtan“ xdx = jtanz xtan® xdx = Itanz x(sec2 xX— l)dx = jtanz xsec” xdx — j tan” xdx

= Itanz xsec’ xa’x—j(sec2 x—l)dx = Itanz xsec’ xa’x—_fsec2 xdx+jdx

El integrando contiene factor sec2xdx que tiene relacién con el diferencial de tanx. Es de la

n+1

u

forma Iu"du = +c

n+1
1) Hacer un cambio de variable u = tanx

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”
du d du
—— =—tanx =sec’ x , du =sec’ dx , entonces dx = 5
dx dx sec” x

d
3) Sustituiru = tanx y dx = - " e integrar con formulas.

c%x
du

Itan4 )ccz’xzj.u2 sec’ X —J.sec2 xabc+j.a’x=qualu—jsec2 xabc+_[a?x=%u3 +tanx—x+c

4) Regresar el cambio de variable u = tanx:

1
Itan“ xdngtan3x+tanx—x+c
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Ejemplo 8. Calcular | tan® xsec xdx

Es una potencia impar de tangente y secante. Se separa un factor de cada tipo y con la
igualdad trigonométrica se convierte el resto de las tangentes cuadradas en secantes
cuadradas.

Itan3 xsecxdx = jtanz x tan x sec xdx = j (sec2 xX— l)tanxsec xdx = J sec’ x tan x sec xdx —Jtanxsec xdx

El integrando contiene el factor tanxsecxdx que tiene relacién con el diferencial de sec?x.

n+l

u

Es de la forma Iu”du = +c

n+1
1) Hacer un cambio de variable u = secx

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

du d du

— =—secx =tanxsecx , du = tan xsec xdx , entonces dx = ————

dx dx tan xsec x

3) Sustituiru = secx y dx = ——— e integrar con férmulas.
tanxsecx
3 2 du 2 1,

tan° xsecxdx = | u“tanxsecx—— — | tanxsecxdx = | u“du— | tanxsecxdx =-u”> —secx +c¢

tan x sec x 3

4) Regresar el cambio de variable u = secx:

1
ftan3xsecxdx = §sec3x —secx+c

FUNCIONES EXPONENCIALES:

Las funciones exponenciales se caracterizan por tener la parte variable en el exponente.

Ejemplo 9. Calcular [ 6P dx

Es una funcién exponencial de base “e”. El exponente es un polinomio de primer grado y el
factor 6dx tiene relacion con el diferencial de 3x + 2. Es de la forma Ie“du =ée" +c

1) Hacer un cambio de variable u = 3x + 2

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

ﬂ = i(3)6—!—2) =3, du =3dx , entonces dx = ﬂ
dx dx 3
3) Sustituru =3x+2 y dx = d?u e integrar con formulas.

[6e* ) dx = [ 6e* % = [2e"du =2e" +c

4) Regresar el cambio de variable u = secx:
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VA

J‘6e(3x+2)dx — 26(3x+2) +c

FUNCIONES LOGARITMICAS:

“ "

Las funciones logaritmicas se caracterizan por la forma f(x) =log, x, donde “a” es la base y
debe ser positiva y diferente de cero.

Cuando el logaritmo tiene de base el numero de Euler (e ~2.71 82) se llama Logaritmo
Natural (_/'(x) =1n x)y al resto se les llama Logaritmos aritméticos.

El Método de integracion por sustitucion o cambio de variable no es adecuado para las
funciones logaritmicas puras y en algunos casos es aplicable cuando se combinan con
factores algebraicos, que se incluyen en el siguiente contenido.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE:

ACTIVIDAD 1. Dadas las siguientes integrales, escribe cual es la expresién que debe
sustituirse como cambio de variable, en el proceso de integracion de cada caso:

.
]2 ax . = A,
(<)

5x*
c)fcos(ﬂx—l)dx; u= d)fmdx; U=
o[ sen’xcos’ x dx ; u= nltanxsec? x dx; u=
ol F*NxP+1dx; u= ny | senxcos® x dx ., u=

ACTIVIDAD 2. Calcula por el método de sustitucion o cambio de variable, las siguientes
integrales:

2] 10x3/5x% +4 dx =
by ] 6x%(4x° +3) =
4x
[ ————dx

c) (x2 _|_5)3

3x?
0l

S5 A=
2x +5

o) cos® xdx =
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f) I tan® xdx =

o] tan® xsec® xdx =
h) [ senx cos® xdx =
i) [4sec?*(2x—1)dx =

i) [4e*'dx =



Método de integraciéon por sustitucion o cambio de variable (continuacion).

Ejemplo 1. Calcularfzxsen(x2 —l)dx

Se puede observar que el integrando esta formado por el producto sen(x2 — 1)2xdx, donde
el factor 2xdx es el diferencial del argumento del seno (x? —1). Es de la forma
[ senudu =—cosu+c

5) Hacer un cambio de variable u = (x% — 1)

6) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

ﬂ = i(x2 —1) =2x , du =2xdx , entonces dx = ﬂ
dx dx 2x
7) Sustituiru = (x2 —1) ydx = Z—Z e integrar con férmulas.
d.
I2xsen(x2 —l)dx = | 2xsenu 2—” = | senudu = —cosu +c
b

8) Regresar el cambio de variable u = (x? — 1):
fosen(x2 —l)dx = —c:os(x2 —1)+c

Ejemplo 2. Calcular [6x2 e dx

Se observa que el integrando contiene un factor 6x2dx que tiene relacion con el diferencial
del exponente (x3 — 1). Es de la forma [e" du=¢" +c:

5) Hacer un cambio de variable u = x3 — 1

6) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

d d d.
d—u = d—(x3 —1) =3x? , du =3x%dx , entonces dx = 3 u2
X X X
7) Sustituru =x3 —1ydx = :71‘2 e integrar con férmulas.
s d
J6x?e* 'dx=]6x>e" uz:2fe”du:2€"+c
x

8) Regresar el cambio de variable u = (x3 — 1):
[6x? e e =2¢""+¢

29
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2
In® x

dx

Ejemplo 3. Calcular _f

X

. . . 1 . ‘2
Se observa que el integrando contiene en su parte variable, un factor < dx que tiene relacién

n+1

nu
n+1

con el diferencial de [nx. Es de la forma ju”du = +c

1) Hacer un cambio de variable ¢# = In x

“,

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

@:l, du :ldx y dx = xdu
dx x X
3) Sustituir ¥ =Inx y gx = xdu , en la Integral y desarrollar:
In” x u’ u’
I dx:_f—xduzj.uzduz—ch
b X 3
4) Regresar el cambio de variable # =Inx:
In* x 1
I dx==In x+c
X 3
esenSx
Ejemplo 4. Calcular | dx
secS5x

Esta integral tiene la particularidad de que el seno y la secante no tienen relacion a través de
sus derivadas, por eso debe buscarse una identidad trigonométrica que permita encontrar una
relacién.

Se puede aplicar la identidad cos5x = en la integral y transformarla:

secSx

senSx

f i dx = Ie‘gen5x [ 1 jdx = ,fese"5x CcoSs Sxdx

secS5x secS5x
Ahora si podemos observar que el factor cos5xdx tiene relacion con el diferencial del

exponente de “e” (sen5x). Es de la forma J-e“du =e" +c

5) Hacer un cambio de variable u = sen5x

6) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

d d d
au _ —senS5x =5cos5x , du =5cosSxdx , entonces dx = _a
dx dx 5cosSx

7) Sustituiru = sen5x y dx = Foosty © integrar con férmulas.
senS5x
d. 1 1
| ¢ dx = | "> cos 5xdx = | " cosSx—u = —Ie“du =—e"+c
secS5x Scos5x 5 5

8) Regresar el cambio de variable u = sen5x:



Esta integral tiene la particularidad de que el diferencial no corresponde con el denominador,
por eso debe buscarse una técnica matematica que permita encontrar una relacion entre ellos.

Sumar y restar simultaneamente en el numerador de la funcion, el término ex

dx 1 l+e" —¢e*
J.1+ex:J.1+exdx:J. 1+¢e* e T [1_1+6Jd Idx 1+e

Ahora si podemos observar que el factor e*dx tiene relacion con el diferencial del

du
denominador (1 + e*). Es de la forma J‘7 =lnu+c

1) Hacer un cambio de variable u = 1 + e*

2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”

ﬂ:i(l+ex):ex , du =e"dx , entonces dx:ﬂ
dx dx e’
3) Sustituru =14+e* y dx = Z—: e integrar con férmulas.
d d
J —de J dx =x— ¢ u—x— A nu+e
l+e* l+e" u e u

4) Regresar el cambio de variable u = 1 + e”*:

Ilfxx =x—1n(l+ex)+c
e

Ejemplo 6. Calcular j4 ?’:
X

No se observa relacién entre el factor 6xdx con el diferencial del denominador (4x* + 9),
pero si se puede relacionar con la derivada de la raiz cuadrada (2x?). Esta condicién permite

1 u
usarla formuIaJ' > =—arctan| — [+c¢
u +a a a

1) Hacer un cambio de variable u? = 4x* - u=2x> y a?=9-a=3
2) Derivar “u” y determinar “dx” con respecto “du”
du

du = i(2x ) =4x , du =4xdx , entonces dx =—
dx dx 4x

o d . .
3) Sustituiru? =4x*->u=2x2 y a*=9-a=3ydx= ﬁ e integrar con formulas.

3 du 3(1 u 3 u
I —I —J > == — arctan| — |+ c=—arctan| — |+c¢
4x* +9 u’ +a’ 2 u+a 2\ a a 2a a
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4) Regresar el cambio de variable u? = 4x* »u=2x> y a*?=9-a=3:
6x 3 2x? 1 2x?
J. 7 dx = arctan| — |+c¢ =—arctan| — |+c¢
4 +9  203) 3 2 3

NOTA: Esta integral también puede calcularse usando el Método de Integracién por
Sustitucién Trigonométrica. La férmula que aplicamos fue desarrollada por ese método.

2
30x I
\100—4x°

Ejemplo 7. Calcular |

No se observa relacion entre el factor 30x2dx con el diferencial de la expresion (100 — 4x°),
pero si se puede relacionar con la derivada de la raiz cuadrada (2x3). Esta condicion permite

du u
————==arcsen| — |+c
Na' —u’ a

1) Hacer un cambio de variable u? = 4x® »u=2x3> y a?=100->a=10

usar la formula J'

%,

u” y determinar “dx” con respecto “du”

ﬂ:i(Zx ):6x , du = 6x*dx , entonces dx =
dx dx 6x

2) Derivar “u
du

2

- d . .
3) Sustituiru? =4x° >u=2x3; a>=100-oa =10y dx = 6—;2 e integrar con férmulas.

j 100 " j 30x° (6)() 5.[ —Sarcsen[aj+c

4) Regresar el cambio de varlable u?=4x* - u= 2x y a*=9-a=3:
J' 30x°

V100 —4x°

NOTA: Esta integral también puede calcularse usando el Método de Integracién por
Sustitucién Trigonométrica. La férmula que aplicamos fue desarrollada por ese método.

3 3
dx = 5Sarcsen 2i +c =Sarcsen r +c
10 5

PRODUCTOS DE LA FORMA ser(mx)cos (nx)

Se aplican las igualdades:
senA.cos B = %[sen(A+B)+sen(A—B)] = %Sen(A+B)+%sen(A—B)

cos A.senB :%[sen(A+B)—sen(A—B)] = %sen(AJrB)—%sen(A—B)
cos A.cos B :%[COS(A+B)+COS(A—B)] :%cos(A+B)+%cos(A—B)

send.senB = %[cos(A—B)—cos(A+B):| = %cos(A—B)—%cos(A+B)

sen(—x)=—senx 'y cos(—x)=cosx
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Ejemplo 8. Calcular | sen2x cos 4xdx

jsean cos4dxdx = J.(% sen(6x) + %sen (—Zx)jd = I[%Sen(6x) —%Sean)dx

=é(—cos6x)—i(—0052x)+c

jsean cos 4dxdx = —écos 6x +icos 2x+c

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE:

ACTIVIDAD 1. Dadas las siguientes integrales, escribe cual es la expresién que debe
sustituirse como cambio de variable, en el proceso de integracion de cada caso:

3 6x
S5x7+1
a)f30xze( )dx;u: b)jﬁdx; u=
6 2x
J—adx. = [———dx . 4=
O Jo—ax " R
J30x% cos(x® —=1)dx . u = f f#dx LU=
. e T —
In x° X

ACTIVIDAD 2. Calcula por el método de sustitucion o cambio de variable, las siguientes
integrales:

3

J1—x*

2
by ] csc? x e dx =

a
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dx B
" 25x> 1+ 4
In® x
f) I3—dx =
X
tan x
121)I 2 dx =
COS™ X

4
h)."4x382x +1dx —
i) [ sen3x cos xdx =

i) [ sen2xsen3xdx =
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INTEGRACION POR PARTES
CONCEPTOS CLAVES

Cuando se trata de integrar por cambio de variable y la variable original no se elimina, se puede
usar otro método de integracion que es el de integracion por partes. Asi como el método de
cambio de variable se apoyaba en la regla de la cadena para las derivadas, la integracion por
partes se basa en la derivada de un producto de funciones. Sean dos funciones tales que
u = (x)y v = g(x), la derivada del producto de estas funciones esta dada por

En forma diferencial

d(uv) = udv + vdu

jd(uv) = fudv+Jvdu

uv=fudv+jvdu

Integrando

Finalmente, la formula de integracion por partes puede escribirse

judv=uv—Jvdu

Para aplicar esta forma de integrar, no existe una regla general para definir quién es u (primer
factor) y quién es dv (segundo factor), pero es recomendable que al determinar cual es la
derivada, ésta sea facilmente integrable. Sin embargo, al momento de integrar son bastante
utiles las siguientes recomendaciones generales:

1. Que dx sea siempre una parte de dv.

2. Que dv sea facilmente integrable

3. Cuando una expresion para integrar es el producto de dos funciones, frecuentemente se
elige la expresion de apariencia complicada, con tal que pueda integrarse, como parte de dv.

35
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[ xe*dx =

Para resolver la integral tener siempre presente la férmula de Integracion por partes:

fudv=uv—fvdu

Paso 1: Seleccionar u y dv aplicando ILATE

u = x (funcion algebraica) dv =e* (funcidén exponencial) . ILATE

Paso 2: Determinar du recordando que du = f'(x)dx y determinar v integrando dv

du = dx [dv=[e*dx

v=e*

Paso 3: Sustituir u, v, duy dv en la formula
fxexdx = x(e¥) —fex(dx)
Paso 4: resolver la nueva integral y simplificar

Jxexdx= xe* — e*+C

fxexdx = e*(x—1)+C

Eilemplo2  [xcosx dx=
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Para resolver la integral tener siempre presente la Férmula de Integracion por partes:

fudv=uv—fvdu

Paso 1: Seleccionar u y dv aplicando ILATE

u = x (funcion algebraica) dv = cosx (funcidn trigonométrica) ILATE

Paso 2: Determinar du recordando que du=f’(x)dx y determinar v integrando dv
du = dx [dv = cosxdx
V=Ssenx

Paso 3: Sustituir u, v, du y dv en la férmula

]xcos xdx = x(senx) — f sen x(dx)

Paso 4: resolver la nueva integral y simplificar

]xcosxdx= xsenx —(—cosx)+C

.fXCOS xdx = xsenx +cosx+C

Ejercicios: Resuelva con el método de integracion por partes las siguientes integrales.

1) [ x%e* dx

2) [ x sen xdx

3) [Inxdx

4) [xInxdx

5) [e* (x?—2x—1)dx
6) [VxInxdx

7) [ e* cosx dx
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Integracién por sustituciéon trigonomeétrica
CONCEPTOS CLAVES

Este método de integracion se aplica cuando en el integrando aparecen expresiones de las

formas: Va2 —u? o+/u? + a?. En estos casos la manera mas corta o efectiva para calcular la
integral es hacer un cambio de variable, de la siguiente manera:

RESULTADO EN
FORMATO EN CAMBIO DE ELINTEGRANDO

EL INTEGRANDO VARIABLE DESPUES DEL

CAMBIO DE VARIABLE

CASO

Uu=asenz

Na* - u® =Aa’ - (a sen z)?

i =Aa® - a* sen z°

1 u =Na? - (1- sen®z))?
> =aaZ cos: z

ANa* -u?

=aAcCosZ

ANa® + u* =Aa® + (a tan z)

R =Ng'+a*tan’z
ml o u =’\fa’(l+ tan® z) )
a =~Na®sec: z
=asecz

W]

U=asecz

Au’ - a* =«f(a sec z)*-a*
=Aa*seccz- a

N - @ —Na® (sectz- 1)?
weel u£ =A@ tanz

=atanz

W

a

f V16—x2 dx —

Ejemplo 1: .

Paso 1: Ubicar el triangulo a usar y realizar los cambios de variable para a y u. La expresion
dada es de la forma va? — u? por lo que corresponde al caso 1.




u .
a=4 X=u senz=z,despejandou,u=4senz

dx =du=4coszdz

Paso 2: Sustituir en la integral dada y simplificar

f\/42 — (4 sen z)?

4 sen z

4coszdz

Factorizando con factor comun

4coszdz

J‘ J42(1 — sen2z)

4senz

Sabemos que 1 — sen?z = cos?z

coszdz

j‘\/42coszz
sen z

Extrayendo raiz cuadrada

4cosz
coszdz
sen z

Multiplicando

4cos’z
dz
sen z

Sabemos que cos?z = 1 — sen?z
j‘ 4(1 — sen?z)
—dz
sen z

Separando las fracciones

1
4f( —senz) dz
sen z

Sabemos que =cscz
Z

4J(cscz —sen z)dz

Paso 3: Se separan las integrales y se resuelven
4 [(cscz —sen z)dz = 4In(cscz — cotz) + 4cosz + C

Paso 4: Realizar los cambios de variables para regresar a las originales

x co
Recordamos que Z = sen z y recordando sen z = 7 ; tenemos co = x y h = 4. Se encuentra

el cateto faltante aplicando el teorema de Pitagoras
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CA =416 —x?

Encontrando las razones trigonométricas del resultado queda,

h 4
CSCZ = —=—
co x
cA V16 — x?
cotz=—=———
co x
A V16 —x?
CO0SZ = A = 7
Sustituyendo en el resultado
V16 — x? 4 V16 — x? V16 — x?
j—dx=4ln—— +4 +C
X X X 4
V16 — x2 4 V16 —x?
dex= 41n T +V16—x2+C
EJEMPLO 2: [———dx
x2Vx2+425

Paso1: Ubicar el triangulo a usar y realizar los cambios de variable para a y u. La expresion
dada es de la forma va? + u? por lo que corresponde al caso 2.

u
a=5 x =5tanz
dx = 5sec’zdz
Paso 2: Sustituir en la integral dada y simplificar
1
j 5sec?z dz
(5tanz)?,/(5tanz)% + 25

Multiplicando y extrayendo factor comun

f 5sec?zdz
25tan2z,/25(1 + tan?z)

Se le extrae raiz al 25 y se simplifica

f sec?zdz
25tan?zv1 + tan?z

Sabemos que 1 + tan?z = sec?z
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sec“zdz
f 25tan?zVsec?z
Extrayendo raiz y simplificando
1 (seczdz
25) tan?z
Recordando tan?z = ii:zjy secz = L y sustituyendo queda

f cos’z dz
25 ) coszsen?z

Simplificando

1 (coszdz

25 ) sen2z

Resolviendo por cambio de variable, se sustituyendo u=senz ydu=coszdz

— —2
25 u2 - 25 du
Paso 3: Se resuelve la integral
! u~2d L™ +C= +C
25 T —25u

Paso 4: Realizar los cambios de variables para regresar a las originales

Conocemos que u=senz
1 (du -1

25) u2 ~ 25senz

Sabemos = cscz

sen z

1 du —cscz

25 5 ¢

x co
Aplicandolo al triangulo rectangulo que E = tanz Yy recordando tanz = —A; tenemos co = x y
c

ca = 5y se encuentra la hipotenusa aplicando el teorema de Pitagoras

h = x?+25
1 —cscz —Vx2 + 25

x2\x2 + 25 dx = 25 ¢ 25x
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1
EJEMPLO 3: ————dx

Paso1: Ubicar el triangulo a usar y realizar los cambios de variable para a y u. La expresion
dada es de la forma Vx2 — a? por lo que corresponde al caso 3.

a = \/7 X = ﬁSGCZ
dx =+/7secztanzdz
Paso 2: Sustituir en la integral dada y simplificar

ﬁsecztanz

(V7 sec Z)Z\/(\ﬁsecz)2 -7

Elevando al cuadrado y extrayendo factor comun,

j V7 secztanzdz
7sec?z,/7(sec?z — 1)

Se le extrae el 7 de la raiz y se simplifica

j‘ tanz dz
7 seczVsec?z — 1

Sabemos que tan?z = sec?z—1

j‘ tanz dz
7 sec zVtan?z
Extrayendo raiz y simplificando
1] dz
7) secz
Recordando cosz = ﬁ y sustituyendo queda
! d
7fCOSZ Z

Paso 3: Se resuelve la integral

[ eosrr = bsens v
7 COSs z Z—7senz

Paso 4: Realizar los cambios de variables para regresar a las originales
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Conocemos que x =+7secz

- . . x h
Aplicandolo al triangulo rectangulo y que secz = 7 y recordando secz = o tenemos h=xy

ca = /7 y se encuentra el co aplicando el teorema de Pitagoras

Por lo que

La solucién a nuestra integral, es

1 x2 -7
j dx =
x?Vx2 -7 7x

Ejercicios: Resuelva con el método de integracion de sustitucion trigonométricas las
siguientes integrales.

1) [ 7=dx
2) [x*Vx?+ ldx

2
X
dx
+x2

3) [

6dx

Y 5=

Vx2-16
xdx

5) [
6) [V7+49x? dx
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INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES (CASO 1Y 2)
Conceptos, ejemplos y ejercicios

En la seccién anterior vimos ejemplos de integrales indefinidas en las que el integrando es una
funcién racional y las resolvimos completando o transformando expresiones para poder aplicar
el método de la sustitucion trigonométrica.

Cuando se trata de calcular primitivas en las que el integrando es una fraccion
constituida por polinomios y en las que el denominador se puede factorizar, entonces la integral
indefinida se puede calcular si el integrando lo expresamos como una suma de fracciones
simples, a las que denominaremos fracciones parciales.

Para hacer estas transformaciones y calcular la integral dada, es necesario tener
preparacion en las técnicas de factorizacién, resolucion de sistemas de ecuaciones de 2 0 3
incognitas y propiedades de los logaritmos, todo lo cual has estudiado en los cursos de
precalculo, asi como dominar las principales integrales inmediatas que ya se han visto en este
curso.

Se diferencian en este procedimiento cuatro casos posibles.

Caso 1. El denominador es el producto de factores de la forma (ax + b) todos distintos
Para tener una idea sobre este método vamos a partir, como ejemplo, de la diferencia de
dos fracciones y sumarlas algebraicamente.
3 2 3x+1D)-2(x—-2) x+7
x—2 x+1  (x=-2)(x+1)  x2—x-2

x+7

Ahora supongamos que lo que se busca es la integral de f(x) = po—

Los métodos estudiados hasta el momento no nos permiten obtener un resultado, pero si
conocemos la descomposicion de esta funcidn en las dos fracciones, aplicando propiedades
de la integracion y utilizando resultados de integrales inmediatas, si es posible calcularla:

x+7
sz—x—zdx
—j<3 2)d—f3d sz—31| 2 — 2In|x + 1|+ C
B x—2 x+1 X = X —2 x x+1 X = sinix nix

Es decir, para calcular integrales de este tipo, se requiere poder transformar el integrando
en fracciones simples, método que llamaremos descomposicion en fracciones parciales.

Ejemplo
dx
x2-9

Resolver la siguiente integral indefinida [

Resolucién

De la expresion del integrando, se descompone la funcién polinomial del denominador



1 1
x2—-9 (x+3)(x—3)
1 A B

G+3)x—3) x+3) x=3)

Esta descomposicion en fracciones parciales genera dos cocientes, en donde hay que
determinar A y B, ya que el grado del polinomio es dos. Se procede al hallazgo de esos
coeficientes.

1 A B

G+3)x—3) (x+3) x-3

(x+3)(x—-3)+ “(x+3)(x—3)

B
(x —3)

1=A(x—-3)+B(x+3)

1=Ax—-3A+Bx+ 3B
1=(A+B)x+ (-34+3B)

“x+3)

Se tiene un sistema de ecuaciones con dos incognitas, por lo que se tiene que resolver

A+B=0
—-3A+3B=1

A= 1

6
B - 1
6

Entonces, sustituyendo el valor equivalente de los coeficientes Ay B
1 A B — :

—_ — 6
GI3)x—3) (x+3) -3 @+3) x-3)

Asi que, de la integral del problema, su expresion mixta, es

1

1
J ! dx=j 6 dx+j 6 dx=—lln|x+3|+lln|x—3|+C
x2—9 x+3 x—3 6 6

Aplicando la propiedad de los logaritmos ln% =Ina—1Inb, nos queda

f dx —1l |x—3+C
x2—9_6nx

Caso 2. En el denominador hay factores de la forma (ax + b) repetidos
En este caso, el factor (ax + b) que se repite n veces, corresponde a la suma de n
fracciones parciales de la forma:
P(x A A A A
(x) _ L 2 n 3 g LI
Q(x) ax+b (ax+b)?> (ax+b)3 (ax + b)n




x2

T dx

Ejemplo. Resolver la siguiente integral [

Resolucién
De la expresion del integrando, se descompone la funcién polinomial del denominador
x? A B C
G-D° x-3P ®-32 (-3
Esta descomposicidn en fracciones parciales genero tres coeficientes, A, By C, ya que el
grado del polinomio del denominador es tres. Se procede al hallazgo de esos coeficientes
A

X2=m'(x—3)3+

“(x =33+

C
(x—3).(x_1)3

B
(x —3)?
x?=A+B(x—-1)+C(x—1)
x2=A+B(x—-1)+C(x*—-2x+1)
x2=A+Bx—B+Cx*-2Cx+C
x2=Cx?+(B-20)x+(A+B+0C)
Y se obtiene un sistema de ecuaciones con tres incognitas
c=1
B—-2C=0
A—-B+C=0
Resolviendo este sistema: C =1,B=2yA =1.

Sustituyendo los valores equivalentes de los coeficientes en cada termino
x? B 1 N 2 N 1
x—-13 (x-13 (x-1)2 (x-1

Regresando a la integral del problema

[ [atmfetmt [oon

Integrando

x? 1 L, 9
fmd.x:—z(x—l) —Z(X—].) +ln|x—1|+C

Finalmente
1 2

x2
j(x—1)3dx=_2(x—1)2_(x—1)

+Inlx—1|+C
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Ejercicios

1. Calcular por descomposicidn en fracciones parciales las siguientes integrales.
f dx
x2—x—20

j 5x p
2x2+3x—2 x

j4x—5 p
x3 — 3x2 x
[eroeremn
(x+2)(x2+3x+2) x




OTRAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Ejemplos resueltos:
1. Determinar la funcion y = f(x) tal que f'(x) = xsenxy f(r/2) = 1/2.

Como sabes, esto significa encontrar una primitiva particular dentro de la familia de
primitivas que tienen como derivada a f'(x) = xsenx, es decir hay que calcular la integral
indefinida [ xsenx dx y determinar qué valor de la constante C satisface la condicion dada.

Ahora ya conoces un método para calcular la integral [ xsenx dx, pues se puede calcular

por partes.
fudv=uv—]vdu

Donde u(x) = x y dv = sen x dx, entonces du = dx y v(x) = —cosx.

Y al sustituir en la férmula de integracién por partes queda:

F(x) = fxsenx dx = —xcos x — f(— cosx)dx = —xcos x +senx + C

Para determinar el valor de C, sustituimos x por /2 en la expresion general de las
primitivas y, se obtiene

F(nt/2) =—mn/2cosm/2 +senn/2+C = (mn/2)(0)+1+C
Como también, por la condicion inicial
F(m/2)=1/2,entonces 1+ C =1/2,

de donde C = —-1/2.
Y la solucion buscada, es F(m/2) = —xcos x + senx — 1/2

2. Si se parte de un cultivo con 1,000 bacterias con crecimiento exponencial y(t) =
Ae¥t y al cabo de 10 horas se calcula la cifra de bacterias en 5,000, determina:
a) El numero de bacterias en cualquier tiempo ¢
b) El nimero de bacterias al cabo de un dia.

Si partimos de la expresion y(t) = Ae*t (férmula obtenida a partir de la integral de
f'(t) = kf(t)), se tiene que para el valor inicial de ¢t = 0 en que se comienza a medir el
crecimiento, como y(0) = Ae° . y(0) = A, entonces, 4(0) =1,000. Si a las 10 horas hay 5,000,
entonces 5000 = 1000e%, luego e%* = 5y aplicando las propiedades de los logaritmos para
despejar k:

Inel% = [n5

48



10kilne = In5
10k = In5
10k = 1.6
k =0.16

a) Para este cultivo, el numero de bacterias en cualquier tiempo ¢ medido en horas, es
y(t) = 1000e°16¢

b) Al cabo de un dia el numero de bacterias es
y(24) = 1000e°16(2%
y(24) =~ 1000(46.525)

y(24) ~ 46 525

3. Si se parte de una cantidad de 50 mg de Radio puro, determinar
a) La férmula para el Radio que queda al cabo de un tiempo t.
b) Calcular el tiempo que debe transcurrir para que la cantidad de Radio sea de
20 mg.

Respuesta a): El objetivo es obtener la formula para conocer el decrecimiento del Radio.

La férmula para el crecimiento o decrecimiento exponencial esta dada por y(t) = Ae*t. Para el
caso de Radio se sabe que decrece exponencialmente y tiene una vida media de unos 1,600
anos aproximadamente (en 1600 se desintegra la mitad). Entonces R(t) representa la
desintegracion del Radio en el tiempo, con la condicién inicial R(0) = 50 mg y como sabemos
del ejercicio anterior en la condicion inicial R(0) = 4, ~ A = 50 por su parte, R(1600) = 25 mg
la condicion posterior, se tiene

Cambiando y(t) por R(t), nos queda:
R(t) = 50ekt

Despejar la constante k, para el tiempo t = 1600 nos queda:
25 = 50¢k1600

El 50 pasa con operacién contraria:

25
50 ¢

k1600

Simplificando la fraccién % = % y aplicando las propiedades de los logaritmos queda:

1
In (E) = k1600lne

Despejar k sabiendo que Ine = 1 nos queda:



ln(l/z) _

1600

Entonces la expresiéon para el Radio que queda al cabo de un tiempo ¢ es:

l"(l/z)t
R(t) = 50e 1600

Respuesta b): El objetivo es despejar el tiempo t de la férmula y asi determinar el tiempo
necesario para que la cantidad de Radio nos quede de 50 mg a 20 mg.

De acuerdo al planteamiento del problema sabemos que:
R(t) =20

Sustituyendo en la féormula queda:

l"(l/z)t
20 = 50e 1600

El 50 pasa con operaciéon contraria:

20 m(Y/p),
— = ¢ 1600
50

Simplificando la fraccion % = % y aplicando las propiedades de los logaritmos queda:

" (2) _in(1/5)

5 1600

z t(lne)

Despejar t sabiendo que Ine = 1 nos queda:

e

Intercambiando los miembros de la ecuacion y resolviendo paréntesis:

1600 )
—0.6931

t =~ 2115

t = (—0.9162)(

Deben transcurrir aproximadamente 2,115 afos para que la cantidad de 50 mg de Radio se
reduzca a 20 mg.
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. La tasa de consumo de petréleo al tiempo t es C'(t) = 16e°8 miles de millones

de barriles al ano. Si el consumo total de petréleo, del tiempo 0 al tiempo ¢, es
C(t). Calcular la cantidad de petréleo consumido en una década.
Resolucién:

dC(t) ,
O

dC(t) = C'(t)dt
Como C'(t) = 16e°%8t podemos decir que
dC(t) = (16e%%8)dt

Como se pretende determinar C(t) sera necesario integrar la ecuacion diferencial
obtenida en el paso anterior:

C(t) = f(16e°-°8f)dt

Aplicando el Teorema 3 parte 3 de la integracion: [ f(ax + b)dx = %F(ax + b) + c que
para nuestro caso ax = 0.08t; b = 0; dx = dt no queda.

1
— 0.08t
C(t) 16[0.086 ]-I—c

Resolviendo paréntesis:
C(t) = 200e%%8 + ¢

Para obtener el valor de ¢ sustituimos t = 0 como situacion inicial:

€(0) = 200e%%8® 4 ¢
Resolver paréntesis y despejar el valor de ¢ sabiendo que C(0) = 0; y e%%8() =1
0=200(1) + ¢
—-200=c
~c=-=200

Con el valor de ¢ obtenido logramos plantear nuestra férmula para la determinacion de
la cantidad de petréleo consumida en una década:

C(t) = 200e%%8 — 200

Al sustituir el tiempo t = 10 nos queda:

C(10) = 200e°08(10) _ 200



C(10) = 200(2.2255) — 200
C(10) = 245

Por lo tanto, se sabe que en 10 afios se consumen 245 miles de millones de barriles de
petroleo.

Ejercicios para resolver:

1. Determinar la funcién y = f(x) tal que:

a. f'(x) =V2x+1yf(4) =15

b. f'(x) = (x — 1)% en el punto (3,0)

c. f'(x) =xcox Yf(n/z) = 3ﬂ/2

2. En un cultivo hay inicialmente 500 bacterias y después de 4 horas hay 8000. Si
este crecimiento es exponencial ¢ cuantas habra al cabo de 10 horas?
Utilizar la férmula general del crecimiento o decrecimiento exponencial:
y(t) = Ae*t

Respuesta esperada: y(t) =~ 511 758 bacterias

3. El alcohol es uno de los factores de riesgo mas frecuentemente implicados en los
accidentes de transito y la alcoholemia representa el volumen de alcohol que hay
en la sangre. la tendencia internacional es ir rebajando la cantidad de alcohol
presente en la sangre permitida para conducir, estando en muchos paises entre
0.1y 04g/L

Si la cantidad de alcohol en la sangre se elimina cada hora en un 40% e
inicialmente se tiene 1.65 g/L ¢ en qué tiempo se reduce a 0.4 g/L?

Utilizar la férmula general del crecimiento o decrecimiento exponencial:
y(t) = Ae

Respuesta esperada: t = 2.78 horas

4. La poblacion de una colonia de bacterias p(t) tiene una razén de cambio en cada
momento t, después de iniciar la observacién p'(t) = 350e%18t + 220e73¢, Si la
poblacion era de 250 000 bacterias al inicio de la observacion, ¢ cuantas bacterias
habra a las 20 horas?
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Respuesta esperada: p(t) = 319950 bacterias

5. La poblacion de un cultivo de bacterias crece proporcionalmente a la cantidad
existente en cualquier momento t. Después de 5 horas de iniciar el seguimiento a
la poblaciéon se encontraron 500 bacterias y a las 10 horas hay 5000.
a) ¢Cual era la cantidad inicial de bacterias en el cultivo?
b) ¢Cual era la cantidad de bacterias a las 3 horas?

Respuesta esperada:

a) 50 bacterias
b) Aproximadamente 200 bacterias.

Unidad Illl. Cambios acumulados e integral definida

o > caumos AcBLpoS B NTEERAL DEFMIDA

@  Propbsito de la Unidad

> Calcula integrales definidas mediante el teorema fundamental del calculo, en problemas
matematicos, de las ciencias naturales y de la economia, que le den significado mediante
su uso. Aplica la integral definida para cuantificar el area, volumen vy |la longitud de un
segmento de curva en un contexto de las ingenierias y las ciencias, que le den significado
mediante su uso.

NUcleos Basicos

3.1. Cuantificacion de cambios acumulados
3.2.El area y la integral definida
3.3. Aplicaciones de la integral definida

@ Foro de asesorias de la Unidad il
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Cuantificacion de cambios acumulados

El area bajo la curva

El calculo del area de una figura geométrica mediante una férmula ya establecida, es
comun en los cursos de geometria, por ejemplo, el area de un triangulo, de un rectangulo
o de un trapecio.

VA Ahora, si la figura tiene una forma irregular, por ejemplo,
2 A el area sombreada entre la funcion fix) =2 —x* y el eje de
] las abscisas en el intervalo [0, 1], como se observa en la
15 =2~ siguiente grafica.
Para aproximar el area de la region R, debemos
I 1 dividirla en rectangulos de igual ancho y sumar sus areas,
1 a esto se le conoce como acumulacion de areas.
0.5 1
] Ahora, si queremos determinar el area real de la
. region R, debemos reducir lo mas que se pueda el ancho
O0f 05 1 15 x decada rectangulo (hacer que el ancho tienda a cero), y
calcular el limite de la suma acumulada del area de los

rectangulos.

Recordemos que, para determinar el drea de un rectangulo, necesitamos conocer la
longitud de la base y de la altura, las que representamos como:

El area del rectangulo, es: 4 = (Ax) f(x)

Ax es la base
Sx)

flx) es la altura

Si las unidades de longitud no se indican, usaremos la letra u, y para el
area, unidades cuadradas .

Para determinar el ancho de la base (Ax) de cada rectangulo, tenemos que partir el
intervalo [0, 1] en partes iguales, para ello usamos la formula:
b—a
n

Ax =

Donde:
e g es el extremo inferior del intervalo,

54



e b es el extremo superior del intervalo, y

e 1 es el namero de particiones del intervalo (nimero de partes iguales en que se

divide el intervalo).

Para calcular la altura del cada rectangulo de base Ax, nos basamos en lo siguiente.
Una funcion continua f en el intervalo [xi.i, x;], tiene un valor minimo absoluto f(m;) y

maximo absoluto f{M,).

Si usamos el valor minimo absoluto f(m;)
de la particion [xii, x;], la altura de cada
rectangulo es el valor minimo de la funcién

flx)=2—x*

en cada particion del intervalo [0, 1].

Si usamos el valor maximo absoluto f(m;)
de la particion [xi.;, x;], la altura de cada
rectangulo es el valor méximo de la funcion

fl)=2—-x*

en cada particion del intervalo [0, 1].

.\.

. min

Simit

.

O xu x | X

La altura del rectangulo queda por abajo de
la curva y el area calculada la llamamos
area inferior (Ainferior)-

Al proceso de calcular el area bajo la curva
usando la suma acumulada de areas
inferiores, lo llamamos suma inferior.

,“
AM¥

max
b e

~
.

Of xa xi X

La altura del rectdngulo queda por arriba de
la curva y el area calculada la llamamos
area inferior (Asuperior)-

Al proceso de calcular el area bajo la curva
usando la suma acumulada de areas
superiores, lo llamamos suma superior.

Para ejemplificar lo anterior, calculemos el drea sombreada entre la funcion fix) = 2 — x?
y el eje de las abscisas en el intervalo [0, 1], usando la suma inferior y luego la suma
superior para 2 y 4 rectangulos de igual base, y luego, veremos que si incrementamos el
numero de rectangulos a infinito (n—+00), el Ainferior y A" son iguales al Ay de la

region R.

Calculo del area usando dos particiones

El ancho de base de cada rectangulo (Ax), paraa=0,b=1yn=2,es
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La particién del intervalo [0, 1] en dos partes iguales, es: [0,%] y E, 1].

Vamos a tener dos rectangulos de ancho de base 1/2 u.

Método de la suma inferior Método de la suma superior

(0, 2)

4/2

(172, 7/4) (1/2, 7/4)

3/2 - 3/24
242 2/2
1/2 : 1/2
1] T : 1 »
T T —— > 0 l :
Rectangulo Altura Base Arca (1) Rectangulo Altura Base Area (1)
ecting fix) Ax 4 G fix) Ax A
| fM1/2)=T7/4 1/2 7/8 | A0)=2 1/2 1
2 A2/2)=4/4 1/2 1/2 2 f1/2)=7/4 1/2 7/8
Area inferior (1) | 11/8 Area superior (1) 15/8

Calculo del area usando cuatro particiones
El ancho de base de cada rectangulo (Ax), paraa=0,b=1yn=4, es
b—a 1-0 1

Ax = = = —
S 4 a2t

La particion del intervalo [0, 1] en cuatro partes iguales, es: [O,ﬂ , E,ﬂ ) E,ﬂ y E, 1].

Vamos a tener cuatro rectangulos de ancho de base 1/4 wu.
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Método de la suma inferior

Método de la suma superior

47
32
TR

1/2

B\ N VI
0l 1/42/4 34 44 15 % 0l 1/4 2/4 3/4 414 1.5 X
Rectingulo A}{;‘)’a B:;’e A“’:“‘” Rectingulo Aj'{:‘)“‘ BA“x“ A"’:I‘“‘)
I A1) =316 | 1A 31764 i A0)-2 174 72
) 24y =774 174 7716 2 [/ =3116 | 14 31/64
3 f3/4)=23/16 |1/ 23/64 3 |f2A)-7/4 172 716
2 fi4/4) =4/ /4 /4 4 |f34)-2316 | 1/a 23/64
Area inferior (17) [ 49/32 Area superior ()| 57/32

Si usamos mas y mas rectdngulos de igual base, pero cada vez mas delgados, aumentamos
la exactitud de la aproximacion del area de la region R.

Numero de rectangulos Ax . {superior
9 l E ) E i
2 8 8
: 1 49 ST
4 32 32
4 1 E_(L _1_) 2,1 1
n 3 \2n 6n° 3 2n 6n’
n—-—+oo l -0 E u? 2 12
n 3 3
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De la tabla anterior, vemos que es en el limite cuando n—-+oo que se obtiene el area real,
es decir

im = - 1i superior
li Ainferior - Areal = lim AS%P X
n-+oo N+ 00

Por lo que el 4rea real de la region R, es 5/3 u?.
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El area bajo la curva aplicada en diversos contextos y su interpretacion

El area bajo la curva en un contexto
matematico

En la grafica de la derecha, se representa el area
entre el eje x, la grafica de f{x) y las rectas
verticales x =a y x = b.

v A

Pl

Area bajo la grafica
de la funcién y = flx)
desde a hasta b

1 >
a h X

El area bajo la curva en un contexto fisico
En la grafica de la derecha, la funcion v(¢)
representa  la razébn de cambio del
desplazamiento s(¢), y el area bajo la grafica es
el cambio total en el desplazamiento s(¢) en [,
t,], es decir, la distancia recorrida desde ¢, hasta
ty, siempre que v(¢) > 0.

wr) 4 .
.amb
5\:‘_‘.,\ =0 do
1%

\/‘,/)(.\\'n\ﬁ
El cambio total en s(r)
desde 7, hasta 7 es la

distancia recorrida

f\(/ )

El area bajo la curva en un contexto de
economia
El cambio en el costo total de produccion C(x)
al incrementar el nivel de produccion de 1000 a
1500 unidades es igual al area bajo la grafica de
la funcion de costo marginal C'(x) = 23.5 +
0.01x entre x = 1000 y x = 1500.

C'(x) & -
40 + . '«.';\“'-1\ E:_\..\j___
307 CosC A = Gosto
20 I o 3 total (-'(x)
e 1000
10 + L

P~

200 600 1000 1400

L

X

El area bajo la curva en un contexto de

biologia
La funcién A(¢) es la razon de cambio en el
crecimiento de una planta de girasol, y el area
bajo la grafica A(¢) desde t = 6 a ¢t = 10 semanas
representa el crecimiento total (cm) de la planta
de girasol desde la sexta hasta la décima
semana.

h(1)A .
2501 P
2007 >
150
100+

50 1o,

. r{_(.
V”)é ,
N

Crecimiento

%
%

“ltotal de 6 a 10 -

o
4=
(=)
oo

El area bajo la curva en un contexto de
probabilidad

Si p(x) es una funcién de densidad, el area bajo
la grafica p(x) desde x =4 a x = 12 representa la
probabilidad P(4 < X <12).

p(x)4
0.20
0.15+
1.10+
0.05+

.

2 4 6 81012~%
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1. Aproxima la regién sombreada usando la suma inferior y superior con rectangulos de una
unidad de ancho.

a)

S

4
3 ). A
2

............
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2. En la siguiente grafica se muestra la velocidad (en m/s) de un objeto en movimiento
rectilineo desde ¢ = 0 hasta # = 10 segundos. Aproxima mediante la suma inferior y
superior la distancia recorrida por el objeto en los 10 segundos, usa intervalos de tiempo
de un segundo.

R R T

R

i
1
|
p
|
Fet==
/

a) Aproxima mediante la suma inferior y superior la distancia recorrida por el objeto
en los 10 segundos, usa intervalos de tiempo de un segundo.

b) (Como se puede obtener el resultado real para el area bajo la grafica de w(¢) de
t=0at=10?

3. El consumo de oxigeno de un embrién de ave aumenta desde que se pone el huevo hasta
que nace el polluelo. En un ave comun, la razéon del consumo de oxigeno se puede
modelar mediante la funcion c(¢) representada graficamente, donde ¢ es el tiempo en

dias a partir de que se puso el huevo. Un huevo comin eclosiona mas o menos cuando
t =28 dias.

¢(?) (en ml por hora)

|

=
| I L} L L T L L] 1 1 »

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 t dias

a) (A qué corresponde el area de cada rectdngulo marcado?
b) (A qué corresponde la suma de las areas de los dos primeros rectangulos?
c) (Qué representa el area total debajo de la curva?
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Semana 14: El area y la integral definida

Para calcular el area entre el eje x, y la grafica de f{x) sobre [a, b], dos de los métodos que usamos,
son: la suma inferior y la suma superior.

4 y =) v y =fx)
min
T a m, b X T a M, b x
Suma inferior A = i £ (m)Ax Suma superior 4™ =" f(M,)Ax
=

i=1
Si al aproximar a infinito el nimero de rectangulos de igual base se tiene que

fim 307 (m e = 4= lim 3/ (M,

i=l

decimos que la funcion f'es integrable sobre ¢l intervalo [a, b], y la denotamos como

h
L f(x)dx.
y se lee integral definida de f{x) desde a hasta b.

Las funciones que vamos a integrar son continuas en el intervalo [a, b], y por ser continuas,
también son integrables en [a, b].

62
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]
En la expresion I f(x)dx , la inica restriccion para f{x) es que sea continua en [a, b], por lo

que la funcion puede ser positiva (f{x) = 0) o negativa (f{lx) < 0) en [a, b].

En la figura de la derecha, f{x) > 0 sobre [a, b], por
lo que la integral definida es un niimero no negativo y

A=[ f(x)dx

calcula el area geométrica.

}-l

¥y = fAx)

En la figura de la izquierda, f{x) < 0 sobre [a, b],
por lo que la integral definida es un nimero negativo y

[ 7 (x)ds

no calcula el area geométrica.

En este caso, para calcular el area geométrica, usamos

A=[|f(x)d 0 A=-[ f(x)dr.

Si queremos calcular el 4rea total (area geométrica entre el eje x, la grafica de f{x) desde a

hasta b), en los intervalos [a. c] y [d, b] debemos usar J:l F (x)|dx y .[:

debido a que ahi f{x) <0.

A y
\ y = fix)

i (x)| dx respectivamente,

B A=-[ f(x)de+ [ f(x)dx~]] f(x)dx
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1. Formula una integral definida que represente el area de la region sombreada (no evaluar la

integral).

a) y4 b) y
N N
1 1
0 f 3 5% 0

2. Dibuja la region cuya area esta dada por la integral definida.

a) f 3dx b) J‘i xdx c) J: x’dx
y
3
1
0"1 3 s5x

4 6
3. Usa los siguientes resultados: J-Sf(x)dx=8 y L f(x)dx=-3 para calcular el 4rea total

entre el eje x, la grafica de f{x) y las rectas verticales x =-5 y x = 6.

Propiedades de la integral definida

A continuacion veremos cinco propiedades de [a integral definida y las demostraremos usando la
[a definicion.

Sean /'y g funciones continuas en [a, b], £ un nimero real y c € [a, b].

1. Si el ancho del intervalo es igual a cero, la integral definida es igual a cero:

Jaf(x) dx =0

2. Si se intercambian los limites de integracion, se obtiene el nimero opuesto:

fabf(x) dx = —fbaf(x) dx

3. Un factor constante (k € R) se puede extraer de la integral definida:

fakf(x)dxz kfabf(x)dx

4. Propiedad aditiva: si c € [a, b]
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fbf(x) dx = fcf(x) dx +fbf(x) dx

5. La integral definida de una suma algebraica de funciones es igual a la suma algebraica de las integrales
definidas:

b b b
[ e+ gunar= [ redx+ | gedx
Ejercicios
1. Usa los siguientes resultados: r f(x)dx=8 r f(x)dx=-3 J'b (x)dx=9 para calcular
: g " Js > Ja Y8 P
las siguientes integrales definidas.
l .
a) I] f(x)dx
4
b) I_53_f(.x)dx

Teorema Fundamental del calculo

Calcular la integral definida como el limite de sumas es laborioso, como lo experimentamos en la seccion
anterior. Una forma mas facil de calcularla aplicando Segundo Teorema Fundamental del Célculo, que
relaciona la integral definida con la primitiva o antiderivada de una funcioén continua en un intervalo
cerrado.

Segundo teorema fundamental del calculo (STFC). Sea funa funcion continua sobre [a, b],
y F una antiderivada de f'sobre [a, b], entonces

[ £ (x)dv=F (b)-F(a)

El STFC, también es conocido como regla de Barrow, la cual muestra el procedimiento a seguir para
calcular la integral definida mediante la antiderivada o primitiva.

Regla de Barrow para calcular I i f(x)dx

1. Encontrar una antiderivada o primitiva F de f.
2. Evaluar F(b) y F(a)

3. Calcular el nimero I:f(x)dx=F(b)—F(a) .

Ejemplos:
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Calcula la integral definida de las siguientes funciones en el intervalo indicado y determina si el resultado

representa o no el area geométrica.

1. ix)=2en[2, 5]

yl
F(x) = 2x es una primitiva de f{x), pues F'(x) =2 2 flx) =2
F(5)=2(5)=10y F(2)=2(2)=4 : >
0f 2 5 «x

Jj2dx=2x[j ~10-4=6

En la grafica, f{lx)=2 >0 en [2, 5]. En este caso, la integral definida calcula el area geométrica

yes 6u'.
2. fix)=xen [0, 3] J_;)ff fix)=x
F (x)=£es una primitiva de f{x), ya que F'(x) =x
3¢ 9 0° 0 »>
FQR)Y=—==—yv F(0)=—=—=0 X
3) 5 2}’ (0) 5 5 3 X

53
J.Sxafx=x— =2—0=2
0 2 2 2

0

Dado que f{x) =x >0 en [0, 3], la integral definida calcula el area geométrica y es 4.5 u’.

3. fix)=x*en [-2, 3] ¥
3
] o e 5 8
F (x):% es la primitiva de f(x), dado que F'(x) = x*
6
5 27 (-2 8
FBR)=—=—yF(-2)= =-— 4
3) s g (-2) = -
2 i 2
[[xde=X _2_(_§)_2+§_£
2 3, 3 3 3 8 3 B 2 4x

Ya que f{x) > 0 en [-2, 3], la integral definida calcula el area geométrica y es 35/3 u’.

4. fix)=xen [-3, 1]

4

F (x) = % es la primitiva de f{x), dado que F'(x) = x*

1 3)* 8l
Fl))=—=—y F(3)= =—
1 77 ¥ (-3) i
41
T T _1_81_80_,,
; 4. 4 4

Debido a que f{x) <0 en [-3, 0], la integral definida no calcula el area geométrica.
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Veamos mas ejemplos de integrales definidas, pero ahora haremos los calculos mas directos.

8 19 s 52 o F o 58P s D s
L[ (3x —5x+7)dx{x 2+7XL_3 > +703)- {(2) - +7(2)}

=z7_§+21 8- 10_14]___[321—5
P 3al adfet adfnd

2. jfdr—j g X INF =3‘/87—3‘/07=12—0=12
40, 4| 4 4

3. J.ZK(3x+cosx)dx= 3’L-+senx :3(27”- en (2m)— (0)—+sen0 =6n’-0=67"
0 2 F 2 2

b}
4. e*dx =

Ejercicios:

1. Calcula el area:
a) [, 2dx

b) f_lz 5x dx

) flz x% dx

d) fOZ(Zx— x?) dx
Tl'

e) [, sen2xdx

f) f143 2e%* dx

9) [ 23% dx

2. Determina el area sombreada:

a) Calcula el area limitada por el eje x, las rectas verticales x = -2, x = 3 y la funcién f{x) = x> +3.



[ fw)=x+3

b) Calcula el 4rea bajo la curva de fix) =x*entrex=0y x =4

M=
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Calculo del area bajo una curva

El teorema fundamental del calculo, como ya aprendiste, permite calcular el area bajo una curva que esté
delimitada por esta, el eje de las abscisas y dos rectas perpendiculares al eje x de las abscisas. Vamos a
continuar aplicando el concepto de integral definida al célculo de mas areas, en particular cuando no se
dispone de los limites de integracion, asi como al célculo del area entre dos curvas y al calculo del
volumen de determinadas figuras.

Veamos dos ejemplos, uno donde es area a calcular esta por arriba del eje de las abscisas y otro en el que
esta por abajo.

Ejemplo 1. Calculemos el area bajo la curva y = - x> — 2x + 3 y el eje x. Si bien no estan explicitos los
limites de integracion, podemos obtenerlos calculando los ceros de la funcion.

y=-x>—-2x+3 =-(x+3)x—-1)

Por tanto x, =-3 y x, = 1, luego

5 1
A= j(-xz —2x+3) dx=[-§-2x2- +3.’clz

=(-l—1+3)-(-'2—7—9—9j=§+9
3 3 3

32 ,

=—Uu

Ejemplo 2. Vamos a calcular el 4drea delimitada por la curva y = x*> + 2x — 8 y el eje x. Como se puede
apreciar en la figura, esta area estd por debajo del eje x, y los valores de y en el area sombreada son
negativos, por tanto, el area buscada esta dada por

X2
A= —j (x? + 2x — 8)dx
X1

y=x2+2x—8 =(x+4){x - 2)
Portantox =-4yx, =2, luego A= L(\ + 2.\‘—8)d.\‘

.4:{L+2£—s.\»J =-“§+4-16J-[-9+m+32 J]
3 2 . I\3 3 )|

A continuacion, veamos un ejemplo en el que el area este tanto por abajo como por arriba del eje
X.
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Ejemplo 3. Supongamos ahora que queremos obtener el area delimitada por la gréafica de la funcion y =
senx, 0 <x <2my el eje de las abscisas, es decir el area total.

Como puedes observar en la figura, una parte de la superficie sombreada estd por debajo del eje x.
En situaciones como esta, ya conoces que se subdividen los intervalos en los cuales se calcula la integral
definida y en el intervalo en que la funcion es negativa, se considera su valor absoluto. La funcién seno
cambia de signo a partir de x = &, luego para este caso:

.‘, 4

l — 4 :J. sen x dy = I sen x dy + I %scn \'| dx
y b~ . 0 (]

— : P =-cos x|, +(-cos.\‘|f1‘:-[(-l)"l]‘3[l"(‘l)J

-1 — =4

Un calculo para determinar el area que abarca esta funcidn sin tener en cuenta los intervalos donde la curva
cambia de signo seria erréneo, pues

I_'.\‘cn \“11':[~co.\‘\];’;-cuslr: (-cosO0)=-1~(-1)=0

lo cual no se corresponde con el area de la regidon sombreada. Ello se debe a que en este caso el area sombreada
bajo el eje x es igual, pero con valor negativo al drea sombreada sobre el eje x.

Cuando una funcidn continua f(x) cambia de signo en un intervalo cerrado [a, b], para determinar el area entre
la curva, el eje x y las rectas x = a y x = b, se divide el intervalo [a, b] en tantos subintervalos, como determinen
las raices de la funcién f(x) y los extremos a y b del intervalo. Se calcula el area correspondiente a cada
subintervalo, considerando el valor absoluto en los casos en que la funcidn sea negativa sobre alguno de ellos y
el drea total se obtiene sumando las areas parciales, aplicando las propiedades de la integral.

Si f{x) es continua sobre un intervalo cerrado [@, b] y x,X,, ..., X ,conx, < x, <, =+, < X ,

/ 7 - o R g
son raices de la funcion f{x), entonces el area de la region limitada por la funcion f{x), el eje
x y las rectas x =a y x = b viene dada por

4 =.[:|f(x)|d"=f |f(x)|dx+jj lf(x)ldx+---+ﬂ: | £ ()|
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Ejemplo 4. Calcular el area bajo la curva y = x* — 5x> + 4. Como se puede apreciar en la grafica hay
segmentos en los que la curva esta por debajo del eje x, luego es negativa, aspecto que hay que tener en

cuenta para calcular el area total.

‘ } Aplicando la factorizacién por agrupacion a la expresién
' \ X -4 - X +4=x(x*-1)-4(x*-1)

‘ '\ =x'-5x+4 =(x* - 1)(* - 4)

|_ " Entonces, la funcion f(x) = x* - 5x%> + 4 = (x> - 1)(x? — 4) tiene como

R A2 R E

A cerosx1=-2,x2=-1,x3=1, x4 = 2.

h
-y

Entonces, para calcular el area bajo esta curva, consideramos la
suma de las siguientes integrales:

A

:-I"‘l (_.\" -5x° 4 4):[\'+Il|(.\" ~5x" +4)dx —L:(.\" ~5x" +4)dx

ol ros 3 1 5 3 2 o o0
\‘_ 5.‘_ + X ~" — ‘_—-5‘—4‘4\ :—(-:]-Q-(E)_{_:J
|5 73 5 3 .l IS 3 L 15) \15) U1s

- -

= J'i(x4 = 4)11.\' = J'V‘]‘.\'J —5x* 4 4|¢I.r+j‘jl|x4 = v +4|¢l\' +J‘l:|x' =55+ 4‘dr

IJ

22 762

15 ISI

=8 u’

wn

Ejercicicios.
1. Dada la figura adjunta, sombrea la superficie determinada por la gréfica de la funcién y el eje x y calcula el

area correspondiente.

y=3(x—2)-3

» 4
| |
| |

o Lo e

[
-

A

W

Las

0

o

'
—

—
o
s .
S

b —

2. Calcula el drea de la superficie determinada por la funcién y = -(x - 2)> + 2(x - 2) + 8 y el eje x.

N\ ¥=-x— 2P+ 2x—2)+ 8

4~'++~ 4 c—
2
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3. Calcula el drea bajo la curva que representa la funcién y = x> — x> - 4x + 4 y el eje x, determinando previamente

los ceros de dicha funcion

3
-y

A

4. Calcula el area bajo la curva en cada caso. Haz previamente la representacion grafica.
1

a) [ e*tdx
6, 2

b) [, (x* — 8x +12) dx

7
c) [, (x* = 7x + 10) dx
5. Hallar el d&rea comprendida entre y = x*> — 6x> + 8x y el eje x.

6. Calcula el drea delimitada por y = -x + 4x y el eje x en el intervalo [-3, 3]
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Area comprendida entre dos curvas

Bajo el término area bajo una curva hemos calculado el 4rea de la superficie determinada por la grafica
de una funcién continua, el eje x y dos rectas x = a y x = b, las que eventualmente pueden reducirse a los
puntos a y b extremos del intervalo sobre el cual se integra y en ese caso constituyen ceros de la funcion
que se integra. Asi, por ejemplo:

(x—1)?

Sea ahora la funcion y = — t 1. El area bajo

la curva entre x = 0 y x = 4, se representa por:

Si consideramos la funcion y = x + 1.5, el area bajo
la curva que describe esta funcion entre x = 0 y
x =4, se representa en la grafica siguiente:

A $

=x+ 1.5 (x=1)" .\
.\l TRt

1

Asi, el area bajo la pardbola estd dada por

. P Lo P [Co)
4= (x+15) dv= Lflsx| =144 L L © ¢
". _—~-o4l

Por tanto, el area bajo la recta esta dada por

[ “‘1 411 26
L6 ] 6 6 3

"

Para ilustrar el significado de area comprendida entre dos curvas vamos ahora a superponer las dos
graficas anteriores.

Asi, la zona sombreada representa una

superficie que estad determinada por las

dos curvas y por los puntos en que estas se y=
intersecan.

De esta manera, podemos calcular el area 4 que resulta, como la diferencia entre las dos areas obtenidas
previamente.

Por tanto, se tiene que
A=A~A, =14-26/3=16/3 v’
Este resultado esta dado por las expresiones de las integrales definidas calculadas por separado

(x-1)

“1 ! dx

.-I—J':(.r +1.5) dv- J: |

Aplicando las propiedades de la integral se obtiene
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Es decir, el area se obtiene calculando la integral definida correspondiente a la diferencia entre las dos
funciones; en este caso la recta que esta en la parte superior y la paradbola que esta por debajo en la zona
resultante, aunque de haberse planteado la diferencia al revés hubiese dado un valor negativo y habria
que tomar el valor absoluto, ya que toda area es positiva. En dependencia de las funciones consideradas
también las graficas resultantes pueden estar, una o ambas, por debajo del eje x, por lo que de manera
general se debe tomar el valor absoluto de la diferencia entre las funciones.

Entonces, podemos resumir que:

Si fix) y g(x) son funciones continuas y x,, x, son las abscisas de los puntos de
interseccion de las graficas de estas dos funciones, entonces el drea comprendida
entre ambas esta dada por

A= J‘ |£(x)-g(x)| dx

Ejemplo. Calcular el area de la region limitada por las curvas dadas por fi(x) = -(x - 2) y f2(x) = 3x>.

Vamos a calcular primero las abscisas de los puntos en que se
intersecan ambas curvas y para ello resolvemos la ecuacion
3 +x—-2=0.

3x+x—2=(x+1)3x—2)=0, de donde x; = -1 y xo = 2/3.

En el intervalo [-1, 2/3] se tiene que f{x1) > f(x2). Por tanto, el
area buscada es

A= -rl ‘lf(\) = ,/;L\')id_\- - 'r! [/,(\) B /:(‘)]‘l\
= [ [-x-2-3¢ e = [3x 4 x-2] r

Aplicando propiedades de las integrales, tenemos

.‘-:' :‘~. x 2% ‘ A "‘j] \"‘:‘ ';,x;‘
A-—-[3J.! z d\?j' X d.\—2j‘r| d\J-—--i3[—3—:l +l:—2~:' -[23][ |
5 '*_n_o‘l _[70-15-1807 _125

= '.__—.—54 =

=- 3"——‘—+I 53

L 18) 3]

Con estas mismas funciones y sobre la misma grafica podemos también ahora calcular el area de la region
entre ellas y el eje x, que aparece sombreada en la siguiente figura.
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fi(x)=-(x En este caso se consideran dos subintervalos: el primero [0, 2/3],

correspondiente a la curva y = 3x* y el segundo [2/3, 2]
correspondiente a y = -(x—2). El area 4 estara dada por:

A —I ;3_‘--“1\~+j::[-(.t—Z)Jdr-ig%l _[(.\'—2_) } |

—

'
J ¥ p—T
A Bl

Ejercicicios.

1. Calcula el area de la region comprendida entre las funciones fi(x) =3(x — 2)* + 1 y f2(x) = -3(x — 2)?
+ 7 como aparece en la figura.

fi(x¥)=3x -2y +1

2

2:

2. Dada la figura en la que aparecen las curvas y1 =x+ 1y

(x-1)?
2

a) Calcular el 4rea determinada por la curva y, = —2yelejex

b) Calcular el area de la region que se obtiene entre las dos curvas.
c) Calcular el area de la region que se obtiene entre las dos curvas y las rectas x =1y x = 4.

3. Calcula el 4rea de la region limitada por las graficas de las curvas y1 =4y y» = x°.

4. Dibuja un esquema con la representacion grafica de las curvas y1 = x> y y» = x. Calcula el 4rea de la
region entre esas dos curvas.

5. Calcula el area de la superficie limitada por las graficas de y1 =x + 2 y y» = x%.
6. Calcula el area de la region entre fi(x) =x° y f>(x) = x>

7. Dibuja las graficas de las funciones fi(x) = x* y f2(x) = 2 — x. Calcula el 4rea de la zona entre las curvas
que describen estas dos funciones y el eje x.



